Jak szukaé ekstremoéw lokalnych funkcji dwéch zmien-
nych?
Rozwazamy funkcje dwoch zmiennych

f(z,y).

Chcemy znalez¢ jej ekstrema lokalne, czyli punkty, w ktérych funkcja ma lokalne minimum
albo lokalne maksimum.

1. Najpierw wyznacz dziedzine

Zanim zaczniemy liczy¢ pochodne, trzeba ustali¢, dla jakich punktéw (z,y) funkcja jest
w ogole okredlona. Ekstrema mozna badaé¢ tylko w obrebie dziedziny funkcji.

Jezeli funkcja jest okre$lona na calej plaszczyznie R?, ten krok jest prosty. Jezeli
jednak w funkcji wystepujg mianowniki, logarytmy albo pierwiastki, to najpierw trzeba
uwzgledni¢ warunki okreslonosci.

2. Oblicz pochodne czastkowe pierwszego rzedu
Nastepnie liczymy pochodne czastkowe
fiﬂ<x7y)7 fy(xvy)

Sa one odpowiednikiem pochodnej f’(z) znanej z funkeji jednej zmiennej.
Jezeli punkt (zg,yo) jest ekstremum lokalnym i lezy we wnetrzu dziedziny, to musi
spelnia¢ warunek

fx(l’o,yo) = O, fy(l’o,yo) = 0.

Inaczej méwiac, trzeba rozwiaza¢ uktad

fx(x,y) :07 fy(xyy) =0.

Rozwiazania tego uktadu nazywamy punktami krytycznymi.

3. Rozwigz uktad réwnan f, =0, f, =0

To zwykle jest najwazniejszy rachunkowo etap.
W praktyce przy rozwigzywaniu uktadu warto:

e wylacza¢ wspolne czynniki,
e rozbija¢ zadanie na przypadki,
e korzystac¢ z podstawien,

e zauwazac, ktore czynniki nigdy nie sg réwne zeru.
Na przyktad, jesli w obu pochodnych wystepuje czynnik

eg(x,y)’

to mozna go pominaé¢, poniewaz dla wszystkich (x,y) zachodzi
eI@Y) > (),

Taki czynnik nie wptywa wigc na miejsca zerowe pochodnych.
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4. Po znalezieniu punktéw krytycznych oblicz pochodne drugiego
rzedu

Samo znalezienie punktéw krytycznych jeszcze nie oznacza, ze znalezliSmy ekstrema.
Punkt krytyczny moze by¢:

e minimum lokalnym,
e maksimum lokalnym,
e punktem siodlowym.

Aby rozstrzygnaé, z ktérym przypadkiem mamy do czynienia, liczymy pochodne dru-
giego rzedu:
fﬂUCE(I7y)7 fxy(xvy)7 fyy(xay)'

7 tych pochodnych budujemy macierz

_ fmr(x7y> fﬂﬁy(x?y)
Hyle,y) = (fy$<$>y) fyy(-r7y)> ’

ktérg nazywamy macierzg Hesjana funkcji f.
Jezeli funkcja ma ciagte pochodne drugiego rzedu, to zachodzi réwnosé

fzy - fyza

wiec Hesjan ma posta¢ symetryczna:

_ fmr('ray> fny(x?y)
Hyle,y) = (fzy(x,y) fyyu,y)) '

Hesjan opisuje zachowanie funkcji w drugim przyblizeniu, to znaczy moéwi nam, jaki
jest lokalny “ksztalt” funkcji w poblizu punktu krytycznego. Dla funkcji jednej zmiennej
role te odgrywa druga pochodna f”(z):

e jesli f"(xo) > 0, to funkcja jest lokalnie “wygieta do géry” i mamy minimum,
o jesli f"(zg) < 0, to funkcja jest lokalnie “wygieta do dotu” i mamy maksimum.

W przypadku funkeji dwoch zmiennych sama jedna liczba juz nie wystarcza, poniewaz
funkcja moze zachowywac sie inaczej w réznych kierunkach. Dlatego zamiast jednej drugiej
pochodnej badamy macierz Hesjana.

W praktyce najczesciej liczymy nie caly Hesjan od strony algebraicznej, lecz jego
wyznacznik

D(l’,y) = fzx(l'ay)fyy(x’y) - (fzy($’y>)2'

Jest to wyznacznik macierzy Hesjana. Dzigki niemu mozemy stwierdzi¢, czy Hesjan
jest dodatnio okreslony, ujemnie okreslony czy nieokreslony. To wtasnie decyduje o tym,
czy punkt krytyczny jest minimum, maksimum czy punktem siodtowym.



5. Zastosuj kryterium drugich pochodnych
Dla punktu krytycznego (¢, yo) obowiazuja nastepujace reguly:

o Jezeli
D($07 yU) >0 oraz f;t:c(x07y0) > 07

to punkt (zg,yo) jest minimum lokalnym.

o Jezeli
D(J;Oa yU) >0 oraz fa::c(x())y()) < 07

to punkt (zg,¥yo) jest maksimum lokalnym.

o Jezeli
D($07y0) < Oa

to punkt (g, o) jest punktem siodlowym.

o Jezeli
D('IOv yO) = Oa

to test jest nierozstrzygajacy.

6. Co zrobié¢, gdy D =07
To jest bardzo wazny przypadek. Jezeli
D(.Io, ?/0) = Oa

to nie wolno zgadywaé, czy punkt jest maksimum, minimum czy siodtem. Trzeba zbadac
funkcje inng metoda.
Najczesciej robi si¢ jedna z nastepujacych rzeczy:

e bada si¢ znak funkcji na prostych przechodzacych przez badany punkt, na przyktad

y =0, z =0, Yy = max,

e bada sie funkcje na innych krzywych przechodzacych przez punkt,

e sprawdza sie, czy w dowolnie matym otoczeniu punktu funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie i ujemne.

Jezeli w kazdym otoczeniu punktu funkcja przyjmuje zarowno wartosci dodatnie, jak

i ujemne, to punkt jest siodtowy.

7. Jak to wyglada na przyktadzie?
Rozwazmy funkcje

flzy) = (2 — ).

Krok 1. Dziedzing jest cate R?, poniewaz wielomian i funkcja wykltadnicza sg okreélone
dla wszystkich liczb rzeczywistych.



Krok 2. Liczymy pochodne pierwszego rzedu:
fz _ 6:10-&-23/(23j + {23'2 _ y2)7

fy = € (=2y + 22 — 29).

Krok 3. Szukamy punktéow krytycznych z uktadu

Poniewaz
et > 0

dla wszystkich (x,y), uktad upraszcza sie do
20 + 22—y =0,

—2y + 222 — 2% = 0.

Po rozwigzaniu otrzymujemy punkty krytyczne

o0 (3

Krok 4. Liczymy pochodne drugiego rzedu i Hesjan.
Dla wygody oznaczmy
E =",

Wtedy
fo = EQz +2* — ), f, = E(=2y + 22 — 2¢°).

Liczymy kolejne pochodne:

fow = 8835<E(2x + 2% — y2)) = EQ2x +2° —y*) + E(2 + 22),

czyli
fox = E(x* + 42 +2 — 1/?).
Dalej
fay = aay (E(Zx +a? — 92)) =2E(2z +2* — y*) + B(-2y),
a wiec
foy = E(22% + 42 — 29 — 2y).
Teraz
fou = aay (E(—Qy + 2% — 2y2)> = 2B(—2y + 22 — 2y*) + E(—2 — 4y),

stad

foy = E(42® — 4y* — 8y — 2).

Zatem Hesjan ma postac

Ho(z,y) — E(@*+4z+2—vy*)  FE(22% + 42 — 2y* — 2y)
OV Z\E@a? + 4 — 29> — 2y) E(4a® —4y> —8y—2) )
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Punkt (0,0). Najpierw obliczamy

E =" =1.
Podstawiamy do wzorow:
fee(0,0)=1-(0+0+2

fey(0,0) =1-(040—0

fyy(0,0)=1-(0—-0—-0—

Wyznacznik Hesjana w punkcie (0,0) wynosi

—0) =2,
—0)=0,
2) = —2.

D(0,0) = £22(0,0),,(0,0) = (£, (0,0))" =2 (~2) — 02

4+24+18—-16

)

9

8—1—24—32—1—24) B

9
16 — 64 4+ 96 — 18

Poniewaz
D(0,0) < 0,
punkt
(0,0)
jest punktem siodlowym.
Punkt (%,—%). Najpierw obliczamy
E:em+2y:€%_%:
Nastepnie:

2 4 5 (4 8 16 5
zz\ 5 5| — > 2—— | =
f<33>€<93+ 9)6(

2 4\ ,/8 8 32 8_2<
f””y(g’ 3)_6 (9+3 9 3)‘6
2 4 5, (16 64 32 _2(
- _ ) = - Z_9) =
fyy(s’ 3) ‘ (9 9 "3 ) ‘

Wyznacznik Hesjana w tym punkcie wynosi

2 4 ) 10 _,\ /10 _, 8 _,
D(5—g) =t 2= (5°) (57) - (5) -
Po uproszczeniu:
2 4 100 64 36
D(Z,——)="—et-Zet=Zrt=4e*>0
(3’ 3> 9 ¢ 9° 9° c
Poniewaz dodatkowo 9 4 10
-2

zz\ 5y 5 ) — o O;

J (3 3) 3¢ 7
punkt

2 4

5-3)
jest minimum lokalnym.

9

>_

2

10

-2

)

)

e

3

8

36
10

= —e72,

3



8. Schemat do zapamietania

W zadaniach o ekstrema lokalne funkcji dwéch zmiennych warto stosowaé nastepujacy
schemat:

1. Wyznacz dziedzine funkcji. ‘

2. Oblicz pochodne f;, f,.

3. Rozwigz uktad f, =0, f, =0.

4. Oblicz pochodne f5, fay, fyy-

5. Utéz Hesjan i policz D = fou fyy — 33,-

D >0, fy: > 0= minimum lokalne,
D >0, f,. <0 = maksimum lokalne,
D < 0 = punkt siodtowy,

D = 0 = test nierozstrzygajacy.

’6. Gdy D =0, zbadaj znak funkcji w poblizu punktu.

9. Uwaga koncowa

Najczestszy btad polega na tym, ze znajdujemy punkt krytyczny i od razu uznajemy go
za ekstremum. Tak robi¢ nie wolno.

Warunek
f Tz — 07 f y = 0
jest tylko warunkiem koniecznym. Dopiero badanie drugich pochodnych albo analiza zna-

ku funkcji pozwala rozstrzygnaé, czy punkt krytyczny jest minimum, maksimum czy punk-
tem siodtowym.



