Granice iterowane i badanie po Sciezkach

Badanie granic iterowanych i badanie po Sciezkach najlepiej traktowac¢ jako narzedzia do
wykrywania nieistnienia granicy, a nie jako uniwersalng metode dowodzenia, Ze granica
istnieje.

1. Co dajg granice iterowane

Dla funkcji f(x,y) w punkcie (a,b) mozna rozwazy¢ granice iterowane
lim leg;) f(z, y)) oraz  lim <}g§g f(z, y)) :
Jesli te dwie granice sa rozne, to od razu wiadomo, ze granica wtasciwa

<x,y1>iin<a,b> fz.y)
nie istnieje.

Jest to wiec bardzo silne narzedzie do obalania istnienia granicy.

Trzeba jednak pamigta¢ o waznym zastrzezeniu: ré6wnosé granic iterowanych nie do-
wodzi jeszcze istnienia granicy wtlasciwej.

Przyktad. Rozwazmy funkcje

Ty

f(%y):m-

Obie granice iterowane w punkcie (0,0) sa réwne 0, ale po Sciezce

y=x
otrzymujemy
2
x 1
f(z,z) = 5022 3
To pokazuje, ze granica
. xy
lim

(@y)—(0,0) 22 + y?
nie istnieje.

2. Po co bada sie Sciezki

Badanie po $ciezkach stuzy gtéownie do wykazania, ze granica nie istnieje.
Jezeli granica

lim )f(x,y) =L

(z,y)—(a,b

istnieje, to po kazdej $ciezce prowadzacej do punktu (a,b) wartosé funkeji musi dazyé do te;
samej liczby L.
Zatem jesli znajdziemy:

o dwie $ciezki dajace dwie rézne granice, albo
e jedna $ciezke, po ktérej granica w ogdle nie istnieje,

to mamy pelny dowdd, ze granica wlasciwa nie istnieje.



3. Jak wybiera¢ Sciezke

Sciezki nie powinny byé wybierane calkiem losowo. Nalezy patrzeé¢ na wzér funkeji i szukaé
takich podstawien, ktére upraszczajg licznik albo mianownik.

Najpierw Sciezki najprostsze
Na poczatku warto zawsze sprawdzic:
y:O7 ZL’ZO’ y=2x, Yy = —2x.

To sa najprostsze testy i czesto juz one wystarczaja do obalenia granicy.

Potem proste postaci y = mx

Jezeli w liczniku i mianowniku wystepuja wielomiany podobnych stopni, bardzo naturalnym
wyborem jest podstawienie
Yy = max.

Na przyktad dla funkcji

22 — o2

22 + o2
warto sprawdzi¢ rodzine prostych y = max.

Jesli wynik zalezy od parametru m, to granica nie istnieje.

Ty

hlb m

Potem parabole i Sciezki potegowe

Jezeli w funkcji wystepuja potegi réznego rzedu, na przyktad

2 4 4 2 2
T, Y, T, v, ry,

to czesto dobrze jest dobrac sciezke w postaci
k

Yy=mx,

tak aby zréwnac rzedy wyrazen.
Przyktad. Dla funkcji
%y
xt + y?

dobrym wyborem jest

y = ma?,
poniewaz wtedy

y? = m2at,

czyli oba sktadniki mianownika maja ten sam rzad wzgledem x.
To nie jest zgadywanie, lecz dopasowanie stopni.

Gdy sa moduly, pierwiastki lub dziwne kombinacje
W takich sytuacjach warto sprawdzac:

o $ciezki o réznych znakach, na przyktad y =z iy = —x,

« Sciezki zerujace fragment licznika,

o Sciezki upraszczajace modut albo pierwiastek.



Gdy funkcja ma postaé¢ radialng

Jesli we wzorze czesto pojawia si¢ wyrazenie
2% + 97,
to warto rozwazy¢ przejécie do wspotrzednych biegunowych:
T =1rCcosp, Yy = rsinp.

W wielu zadaniach jest to metoda lepsza niz zgadywanie kolejnych $ciezek.

4. Kiedy skonczy¢ badanie Sciezek

To jest jedna z najwazniejszych rzeczy.

Mozna skonczy¢ natychmiast, gdy:
« znaleziono dwie Sciezki dajace rézne granice,
« znaleziono Sciezke, po ktorej granica nie istnieje,

e po podstawieniu y = max wynik zalezy od parametru m.

W kazdym z tych przypadkéw mamy juz pelny dowdd, ze granica wtasciwa nie istnieje.

Nie wolno konczy¢, gdy:

» sprawdzono kilka Sciezek i wszedzie wyszedt ten sam wynik.

To nie dowodzi, ze granica istnieje.
Oznacza tylko tyle, ze sprawdzone Sciezki nie wykazaly jeszcze problemu.

5. Jak dowodzié¢, ze granica istnieje

Badanie po $ciezkach zazwyczaj nie wystarcza do dowodzenia istnienia granicy. Do tego zwykle
potrzebna jest jedna z nastepujacych metod:

e Oszacowanie:
\flz, )] <glz,y),  glz,y) =0,

o wspotrzedne biegunowe,
 twierdzenie o trzech funkcjach,
o wykorzystanie normy, na przyktad v/z* + y> — 0,

« odpowiednie przeksztatcenia algebraiczne.



Przyktad. Rozwazmy funkcje

Mozna ja oszacowadé nastepujaco:
{L‘2y2 S (ZL‘2 +y2)2.
Po podzieleniu przez x + y* > 0 dla (z,y) # (0,0) dostajemy
22y?
x? 4+ y?

< x2—|—y2.

Poniewaz
2 +y* =0 dla (z,y) — (0,0),

wiec z twierdzenia o trzech funkcjach wynika
22y
x? + y?

— 0.

To jest poprawny dowdd istnienia granicy.

6. Dlaczego przejscie do wspélrzednych biegunowych moze
wystarczacé

Zat6zmy, ze badamy granice funkeji w punkcie (0, 0):

lim z,1).
(z,y)—(0,0) fz.y)
Wprowadzamy wspotrzedne biegunowe:
T = TCoSp, Yy = rsinp,

gdzie

r=1/x%2+y? > 0.

Najwazniejsza obserwacja jest taka, ze warunek
(z,y) = (0,0)
jest rownowazny warunkowi
r — 0.

Zmienna r méwi nam, jak blisko punktu (0, 0) jestesmy, a kat ¢ opisuje kierunek dochodzenia
do tego punktu. Dlatego zapis biegunowy obejmuje jednocze$nie wszystkie mozliwe kierunki, a
wigc znacznie wigcej niz kilka wybranych $ciezek typu y = 0, x = 0 czy y = mx.

Samo przejécie do biegunowych nie wystarcza jeszcze automatycznie. Jest ono wystarczajace
wtedy, gdy po podstawieniu uda si¢ uzyskaé¢ oszacowanie niezalezne od kata .
Najczesciej wyglada to tak, ze po podstawieniu dostajemy

f(rcosep,rsing) =rg(p),

gdzie o > 0, a funkcja g(¢) jest ograniczona.



Jezeli istnieje liczba M > 0 taka, ze dla kazdego ¢

l9(p)] < M,

to otrzymujemy
|f(rcose,rsing)| < Mre.

Poniewaz
r* =0 dla r — 0,

wiec z twierdzenia o trzech funkcjach wynika

f(z,y) — 0.

To wtasnie jest powdd, dla ktérego metoda biegunowa moze byé wystarczajaca: pozwala
kontrolowa¢ zachowanie funkcji jednoczesnie dla wszystkich kierunkéw dochodzenia do zera.

Przyklad, gdy biegunowe dzialaja. Rozwazmy jeszcze raz funkcje

2,2
Yy
T,Y) = ———.
fl@y) = vy
Po przejsciu do biegunowych:
T = T COS P, Yy =rsinp,
dostajemy
2 a2 2 i
cos” @ - r*sin
f(x,y)zr gp; Y = r? cos® psin? .
r
Stad
|f(a,y)] <72
bo
0 < cos? psin® p < 1.
A wiec

f(z,y) — 0.

Przyktad, gdy biegunowe pokazujg brak granicy. Dla funkcji

_ "
f<x’y)_x2—|—y2

po podstawieniu dostajemy

flony) = (r cos 90257“ sin )

= COS @ sin .
Tutaj po uproszczeniu znikneto r, a wynik zalezy tylko od kata ¢. To znaczy, ze wartos¢ funkeji
zalezy od kierunku dochodzenia do zera, wigc granica nie istnieje.
Najwazniejsze zdanie do zapamietania jest wiec takie:
Przejscie do wspotrzednych biegunowych jest wystarczajace wtedy, gdy po podsta-

wieniu da sie oszacowaé¢ funkcje przez wyrazenie zalezne tylko od r, ktére dazy do
zera dla r — 0.



7. Praktyczny schemat

Jezeli masz granice w punkcie (0,0), mozna postepowaé¢ wedtug nastepujacego schematu.

Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:

Krok 4:

Krok 5:

Sprawdz najprostsze Sciezki:

Jesli to nie wystarcza, sprawdz rodzine prostych:
Yy = max.

Jesli w funkcji pojawiajg sie nieréwne stopnie, dobierz $ciezke typu
y = ma”

tak, aby zréwnac rzedy wyrazen.

Jesli po kilku $ciezkach wciaz wychodzi to samo, zadaj sobie pytanie:

o czy da si¢ przejs¢ do biegunowych?

e czy da sie znalez¢ dobre oszacowanie?
Jesli po Sciezkach wszedzie wychodzi ta sama liczba, nie nalezy pisac:
,zatem granica istnieje”.

To byltby blad.

Poprawnie mozna napisac:

Sprawdzone $ciezki sugeruja, ze granica moze by¢ réwna L, ale do Scistego do-
wodu potrzebne jest oszacowanie albo przejscie do wspotrzednych biegunowych.

8. Dobra intuicja: co wybieracd

W praktyce warto patrze¢ na dominujace wyrazenia.

Jesli pojawia sie 2% + y?, warto sprawdzaé¢ proste i biegunowe.
Jesli pojawia sie z* + y?, warto testowaé
Yy = mx”.
Jesli pojawia sie 2° + y3, réwniez warto testowaé
2

Yy=mx,

bo wtedy
y® ~ b

Jesli pojawiaja sie moduly, warto bada¢ $ciezki o réznych znakach.

Jesli licznik zeruje sie na pewnej krzywej, dobrze jest sprawdzi¢ wtasnie te krzywa.

Sciezki i granice iterowane sg $wietne do obalania granicy,
ale do dowodzenia istnienia granicy zwykle potrzeba oszacowania albo
wspolrzednych biegunowych.




