Wprowadzenie teoretyczne do Listy nr 3

Ponizsze pojecia stanowig teoretyczne podstawy do rozwigzania zadan z listy. Najwaz-
niejsze idee dotycza granic funkcji wielu zmiennych, ciggtosci odwzorowan wektorowych,
wtasnoéci operatorow liniowych oraz nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza. Dla kazdego dzia-
tu podajemy tez krétkie przyktady.

Scigga: metody badania granic w R?
Niech f:R? — R i badamy granice w punkcie (a, b):

lim ).

(I,y)*(avb)f( v)

Ponizej cztery najczesciej uzywane techniki.

1) Granice iterowane (szybki test na brak granicy)

Liczymy granice “po kolei”:

L,, =lim (lim f(a:,y)) : L,, = lim (lim f(m,y)) .

y-)b Tr—a Tr—a y-)b
o Jezeli Ly, # Ly, to granica wlasciwa nie istnieje.
o Jezeli L,, = L,,, to to jeszcze nic nie gwarantuje (trzeba sprawdzi¢ inne $ciezki).

Przyktad (rézne granice iterowane). Niech

fley) = 52— dla(r,y) # (0,0,  f(0,0)=0.

24y
Wtedy
. Ty e _
lig f(.9) = lim "5 =0 = Ly (1 f(2.3) ) =0
ale

: . my e B
liy f () = lim =" =0 = Jim (lim f (1)) = 0.

Tu akurat granice iterowane sg takie same, wiec test iterowany nie rozstrzyga. Wtedy
przechodzimy do metody $ciezek (ponizej) i sprawdzamy np. y = z:

372

f(max)::;#()a

212

czyli granica wtasciwa nie istnieje mimo zgodnych granic iterowanych.

2) Sciezki (proste) typu y — b= k(z — a)

To najprostszy sposoéb na wykazanie braku granicy. Podstawiamy
y=>b+k(zx—a)

i liczymy granice jednowymiarowa:

lim f(z, b+ k(z — a)).

r—a
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e Jezeli wynik zalezy od k, to granica nie istnieje.
e Warto sprawdzi¢ k = 0,1, —1 oraz czasem $ciezki nieliniowe (np. y = z?).

Przyktad (zaleznosé od k). Dla funkcji

$2

9(z,y) = m

po podstawieniu y = kxr mamy

x? 1
kx) = = .
9, kz) 2+ k222 14 k2

Wartos¢ zalezy od k, wiec lim(,4)—(0,0) 9(,y) nie istnieje.

3) Wspoirzedne biegunowe (gdy pojawia sie z* + y?)
Dla granic w (0,0) czesto korzystamy z podstawienia:
T = T COS Y, Yy = 7sin @, r =0,

gdzie 22 + y? = r2.
Przyktlad (typowe “r- co$ ograniczonego”). Niech

- z? + 92
M) = ZE et
W biegunowych:
2
r
h(r, ) =

—
r+1 r—0

4) Twierdzenie o trzech funkcjach (oszacowania)

Jesli potrafimy znalezé oszacowanie

(@, y)| < g(z,y)

oraz

lim x,y) =0,
(x,y)—>(a7b)g( v)

to wtedy
f(z,y) =0.

lim
(z,y)—(a,b)

Przyklad (z sinusem).

. 1 .
f(x,y) = 90?/51H<M> ) sin(-)] < 1,

wiec

2 (z,y)—(0,0)

Zatem granica wynosi 0.




1. Granice w R?: pulapka wielu $ciezek

W Analizie I badaliémy granice funkcji jednej zmiennej. Do punktu na osi rzeczywiste;
mozna podejé¢ tylko z dwoch stron: z lewej lub z prawej.

W przypadku funkcji wielu zmiennych sytuacja jest znacznie bardziej ztozona. Na
ptaszczyznie R? do punktu (0,0) mozna podej$é¢ na nieskoriczenie wiele sposobéw: po
prostej, po paraboli, po krzywej wyktadniczej, a nawet po spirali.

Definicja (Heinego)
Niech T : R? — R™. Méwimy, ze
lim T'(v) = w

V—Q

jezeli dla kazdego ciggu punktow v, — vy zachodzi

T(v,) — w.

Granice iterowane

Czesto rozpatruje si¢ tzw. granice iterowane:

lim ( lim T(:cl,:z:2)>.

To—a2 \T1—a1

Zasada praktyczna

Jezeli dwie granice iterowane daja rézne wyniki, to granica funkcji w tym punkcie nie
istnieje. Jednak zgodno$¢ granic iterowanych nie gwarantuje istnienia granicy wlasciwej
— trzeba sprawdzi¢ inne $ciezki.

2. Ciggtosé odwzorowan wektorowych

Czesto pracujemy z funkcjami, ktére nie zwracaja jednej liczby, lecz caty wektor.
Takie odwzorowanie ma postac

T(’U) = (Tl(v)a TZ(U>7 s 7Tm(v))
Przyktad funkcji wektorowej
Niech T : R? — R? bedzie dane wzorem

T(z,y) = (¢ — y, sin(zy)).

Dla punktu (z,y) funkcja zwraca dwie liczby naraz, czyli wektor w R2.
Inny czesty przyklad (funkcja z R? do R3):

S(z,y) = (z, y, 2°+y°).

Taka funkcja opisuje np. powierzchnie w R? jako wykres.



Twierdzenie o sktadowych
Odwzorowanie
T:R"— R™

jest ciggte w punkcie vy wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z funkcji sktadowych T; jest ciggta
w tym punkcie:

T ciagte wvg <= T, ciaglewvy (i=1,...,m).

Przyklad zastosowania. Dla T'(x,y) = (2? — y, sin(zy)): funkcja 2? — y jest ciagta

(wielomian), a sin(zy) jest ciagta (ztozenie funkcji ciggtych), wiec cate T jest ciagle w
kazdym punkcie.

3. Przestrzenie operatoréw i brak cigglosci

Na wyzszym poziomie analizy funkcje traktujemy jako elementy przestrzeni wektorowej
(tzw. przestrzeni funkcyjnej). W takiej przestrzeni operacje na funkcjach (np. rézniczko-
wanie) traktujemy jako odwzorowania (operatory).

Przyklad przestrzeni funkcyjnej

Przyktadowo:
C10,1] = {f : [0,1] — R ciagte}.

Elementem tej przestrzeni jest cafa funkcja (np. f(z) = %), a nie pojedyncza liczba.

Operator liniowy

Odwzorowanie

AV —-W

nazywamy liniowym, jezeli
Alaf +bg) = aA(f) + bA(g).

Przyklad operatora liniowego. Operator catkowania

T

(U@ = [ fyar

0

jest liniowy, bo
I(af +bg) =alf+blyg.

Norma operatorowa

Norme operatorowa definiujemy jako

[A]lop = sup [|A(v)[].

v||[=1

Interpretacja: to maksymalne “wzmocnienie” wektora jednostkowego przez operator.
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Wazna obserwacja: liniowos¢ # ciggtosé

W przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych liniowos¢ operatora nie gwarantuje jego
ciggtosci. Przyktadem jest operator rézniczkowania.
Rozwazmy ciag funkcji

L.
fo(x) = - sin(nx).
W normie supremum na [0, 27]:
1
[falloo = — =0,
n
czyli f, — 0.
Jednak pochodne to
ful@) = cos(nz),  [[fylle = 1.
Zatem
om0, [ A0,

co pokazuje, ze operator pochodnej nie jest ciggly w tej normie.

4. Nieré6wnosé¢ Cauchy’ego—Schwarza
Dla dowolnych wektoréw v, w € R™ zachodzi

n
Z V; W;
=1

< [lvllz ffwlls-

Przyktad
Wezmy v = (1,2) oraz w = (3, —1). Wtedy
veow=1-342-(=1)=1, |v-w| =1.
Z drugiej strony
lollo = VIE+22 =5, [lw], = /32 + (1) = VI0.

Zatem

lv-w| =1 < V5V10 = V50,

co zgadza si¢ z nieréwnoscig Cauchy’ego—Schwarza.

Interpretacja geometryczna

Poniewaz
v-w = vl [|w] cosd,

nieréwnos¢ Cauchy’ego—Schwarza oznacza, ze
|cos O] < 1,

czyli cosinus kata miedzy wektorami zawsze lezy w przedziale [—1, 1].
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