Wprowadzenie teoretyczne do Listy nr 2

1. PrzejScie do wielu wymiaréw: zasada wspoétrzednych

W Analizie 1 pracowaliémy na liczbach rzeczywistych. W Analizie II przechodzimy do
przestrzeni euklidesowej

czyli np. do ptaszczyzny R? lub przestrzeni R3.
Elementem tej przestrzeni jest wektor

v=(21,...,2L).
Zbieznos¢ ciagéw wektoréw (Zadanie 1)
Ciag wektorow v,, zbiega do wektora v, jezeli
|lv, — v]| — 0.

W przestrzeni R¥ norma euklidesowa ma postaé:

k
|vn —v|| = J (l“n,z' — ;)2
=1

)

Najwazniejsza informacja praktyczna:

v, =V <= T,; — z; dla kazdego 1.

Oznacza to, ze zbiezno$¢ w przestrzeni wielowymiarowej sprowadza sie do zbieznosci
kazdej wspotrzednej osobno.
Przyktad: ciag punktéw (z,,y,) zbiega do (z,y) wtedy i tylko wtedy, gdy

Tp — T Oraz Y, — Y.

Ciaglosé krzywych (Zadanie 2)

Krzywa
V() = (), %())

jest funkcja rysujaca Sciezke w przestrzeni.

Jest ona ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy kazda funkcja sktadowa ~;(t) jest ciagla.

Czyli:

v clagta <= ~1,...,7 ciagtle.

Wielowymiarowos¢ nie komplikuje definicji — wszystko redukuje sie do jednowymia-

rowej analizy.

2. Zbieznos¢ funkcji: punktowa a jednostajna

Mamy ciag funkeji f,,(x) i badamy jego granice.

1



Zbiezno$é¢ punktowa (Zadanie 4)

Dla ustalonego punktu z badamy granice:
f() = lim fu(2).

Kazdy punkt analizujemy osobno. Indeks N w definicji zbieznosci moze zaleze¢ od
punktu x.

Zbieznosc¢ jednostajna

Jest to pojecie silniejsze.
Definicja:
fosf = Jim = fllo =0,
gdzie
12]loc = sup [A(z)].
z€D

Interpretacja geometryczna:

Nie badamy punktow osobno, lecz caly wykres naraz.

Zbieznos¢ jednostajna oznacza, ze maksymalna odlegtos¢ miedzy wykresem f,, a wy-
kresem f dazy do zera.

Dlaczego to takie wazne?

Kluczowe twierdzenie:

Jezeli f, sa ciagte i f,, = f, to funkcja graniczna f jest ciagta.

Whniosek praktyczny:

Jezeli policzymy granice punktowa i okaze si¢ ona nieciggta, to zbieznos¢ nie byta
jednostajna.

To jest bardzo czesto wykorzystywane w Zadaniu 4.

3. Szeregi potegowe: “wielomiany nieskonczone”

Szereg potegowy ma postac
x
Zanx”:a0+a1x+a2x2+...
n=0

Mozna go traktowac jako wielomian o nieskonczonej liczbie wyrazow.

Promien zbieznosci R (Zadanie 5)
Istnieje liczba R > 0 taka, ze:
e dla |x| < R szereg jest zbiezny bezwzglednie,
e dla |z| > R jest rozbiezny.

Promien zbieznosci obliczamy ze wzoru Cauchy’ego-Hadamarda:

1
R:X’ gdzie A = limsup 1/|ay,|.
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Rézniczkowanie i catkowanie wyraz po wyrazie (Zadania 6, 7, 8)

Najwazniejsza wlasnos¢:
Wewnatrz przedziatu zbieznosci wolno rézniczkowaé i catkowaé wyraz po wyrazie:

) ! oo
(Z anx"> = Z na,z" ",
n=0 n=1

= n _ > Qn n+1
/(%anm )dx_nz_‘;n—i—lx )

To jest potezne narzedzie obliczeniowe.
Przyklad praktyczny (Zadanie 8)

Lo
sin

/ dx,
0

ktorej nie da sie obliczy¢ elementarnie.
Rozwijamy funkcje w szereg Taylora:

Chcemy obliczy¢ catke

x> ad
sinx = — 30 + i
Dzielimy przez x:
sinz . x? N x?
r 3! 5!

Nastepnie catkujemy wyraz po wyrazie. Otrzymujemy szereg liczbowy, ktérego cze-
Sciowe sumy pozwalajg uzyska¢ wynik z dowolng doktadnoscia.

Uwaga praktyczna (dokladnosé 0,0001)

W zadaniu 8 wystepuje szereg naprzemienny o malejacych wyrazach.

Z kryterium Leibniza wynika, ze btad przyblizenia jest mniejszy niz pierwszy pominiety
wyraz.

Dlatego w praktyce wystarczy sumowaé kolejne wyrazy, az nastepny wyraz bedzie
mniejszy niz wymagana doktadnosé.



